3. Simultane Gleichungssysteme Okonometrie IT - Peter Stalder

SIMULTANE GLEICHUNGSSYSTEME (Pindyck/Rubinfeld, 5.287-302)

Im Modell der multiplen linearen Regression

Y = @ + lelt + Bzxzt *t eeea. F kakt + Uy (1)

wird angenommen, die erklarenden Variablen x,, X,, .... seien
exogen, d.h. sie kdnnten bei der Analyse ihres Einflusses auf y

als vorgegeben (bzw. in einem von (1) unabhidngigen Modell

bestimmt) betrachtet werden (x =+ y). Unter dieser Annahme sind

die x-Variablen nicht mit dem Stdrterm U korreliert und eine
Regressionsrechnung mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate
("ordinary least sguares") liefert unverzerrte und konsistente
Schitzwerte fiir die Parameter a, B,, ... des Modells. Hiufig sind
okonomische Zusammenhdnge jedoch interdependent (x < v); in solchen
Fallen muss man andere Schatzverfahren anwenden.

Beispiel fiir einen exogenen Einfluss ist das Wetter hinsichtlich
der landwirtschaftlichen Produktion. Wahrend die Weltwirtschaft
flir ein kleines Land wie die Schweiz exogenen Charakter hat, sind
die Wirtschaftsentwicklung in der EG und den USA interdependent.
Aehnlich ist der Zinssatz ist filir das Sparverhalten eines einzel-
nen Haushalts exogen, in ihrer Gesamtheit diirften die Haushalte
einer Veolkswirtschaft aber mit ihrem Sparverhalten den Zinssatz
beeinflussen. Somit ist es z.B. problematisch, bei der Schidtzung
einer Spar- bzw. Konsumfunktion den Zinssatz als exogen zu be-
trachten. Dies gilt auch fiir das Haushaltseinkommen, denn die
Konsumnachfrage der Haushalte hat Ruckwirkungen auf die in der
Konsumgiiterproduktion erzielten Einkommen. Modellmdssig werden

solche Interdependenzen mit simultanen Gleichungssystemen darge-

stellt: n Gleichungen bestimmen gemeinsam n endogernie Variablen in
Abhangigkeit wvon k exogenen Variablen. Schdtzt man die Gleichun-
gen eines solchen Gleichungssystems einzeln mit dem "ordinary
least squares"-Verfahren, so erhdlt man - wegen der unzulidssigen
Exogenititsannahme - im allgemeinen verzerrte und inkonsistente
Parameterschatzungen. Geeignete Schatzverfahren sind u.a.:

"Indirect least squares'" und "Two-stage least squares".
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Als einfaches Beispiel eines simultanen Gleichungssystems

betrachten wir ein Marktmodell (Pindyck/Rubinfeld, S.288 ff.):

Qt = a, + uth + Et a, > 0 Angebot (S)
(2)
_ Qt =B, + Bth + BJYt + Uy B, <0 NMachfrage (D)
Qt : angebotene bzw. nachgefragte Menge (endogen)
Pt : Preis (endogen)
Yt : Einkommen der Haushalte (exogen)
Umformuliert in Abweichungen wvon den Stichproben-Mittelwerten
(z.B. qQ = Qt - Q) ergibt sich aus (2)::
e = @,Pp + €p
(3)

qt = szt + H:Iyt + ut

L5st man diese sog. Strukturgleichungssysteme (2) bzw. (3) nach

den endogenen Variablen auf, so erhdlt man die sogenannte
reduzierte Form. Aus (3) erhalt man:

a,B, uaut - BzEt
q:—‘“‘""—'_y + — =n_Y+V
t a,- B, t a, a8, Ul = 1L
(4)
I HE e i
t a,- B, t a,- B, 24 ¢ 2t

Als erkldrende Variable von g, und p, erscheint nun nur noch die
exogene Variable Y- Die Parameter n, und n, der reduzierten Form
stellen Kombinationen der a's und B's der Strukturgleichungen

dar, die Storterme Vi und Vot setzen sich aus den Stdrtermen

und &, zusam .
ut & sammen
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Verzerrung bei Anwendung des "“ordinary least squares'-Verfahrens

Was ist davon zu halten, wenn man Parameter a, in der ersten
Gleichung von (3) (Preiselastizitdt des Angebots, falls p und g
in Logarithmen gemessen sind) isoliert mit der Methode der
kleinsten Quadrate schi3tzt? Die Schitzformel lautet:

i~

5
PP

23 <P

EEE—— (5)
Diese Schatzung filir a, ist verzerrt, d.h. E(«a,) # a,. Dies kann
wie folgt gezeigt werden. Zunichst ersetzt man q. in (5) durch
die erste Gleichung von (3):

~ _ Ept{uzpt + Et} _ EptEt
a, = EPE = a, + —Epé

Fir den Erwartungswert von a, gilt nun:

~ EPE
£t
E(az} = a, + E[ Epé ]

Ware Py exogen und somit unkorreliert mit dem Storterm € s SO

EptEt ~
wire E[ i ] = 0, d.h. E(a,) = a,. Gemdss (3) ist aber p,
: t
Pt St
endogen und mit € korreliert. In diesem Fall ist E[ SpZ } # 0
- t

und deshalb E(a,) # a,, d.h. verzerrt (unter den getroffenen

Annahmen a, > 0 und 8, < 0 sind Py und € negativ miteinander
korreliert, so dass die Verzerrung negativ ist). Die Schitzung a,
ist des weiteren auch inkonsistent, d.h. die Verzerrung ver-

schwindet selbst in einer unendlich grossen Stichprobe nicht.
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"Indirect least squares"

Eine M3glichkeit zur konsistenten Schitzung von a, erdffnet sich
auf Grundlage der reduzierten Form (4). In beiden Gleichung ist
Y. exogen, so dass die Parameter m, und n, mit der Methode der

kleinsten Quadrate unverzerrt und konsistent geschdtzt werden
konnen:

n, = > n, =
1 Eyt 2 EY{

- 2Y¢ 9t - ZY Py

~ ~

Aus n, und n, kann man dann flir a, die konsistente Schdtzung

-~ ~ ~

a, = n1f“2

ableiten. Dieses Verfahren wird als "indirect least squares"
bezeichnet. Wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird, handelt es
sich bei a, allerdings um den einzigen Parameter des Modells, der
geschdtzt werden kann.

Identifikationsproblem

Bevor man in einem simultanen Gleichungssystem Parameter zu
schitzen versucht, ist abzukldren, ob dies prinzipiell iiberhaupt
mdglich ist. Kann man, bei Giiltigkeit des unterstellten (als
"wahr" angenommenen) Modells, davon ausgehen, iiber eine Stich-
probe zu verfiligen, die eine Identifikation der Modellgleichungen
zuldsst? Dies ist keineswegs immer der Fall. So wirde man fir éas
Modell (3) mit B8, = 0 beispielsweise eine Stichprobe erhalten,
wie sie in Pindyck/Rubinfeld in Figur 11.2 dargestellt ist: Das
diffuse Streudiagramm von Beobachtungspunkten auf der (Q,P)-Ebene
ldsst offensichtlich keine Riickschliisse hinsichtich der Angebots-
oder Nachfragegleichung zu, d.h. keine der beiden Gleichungen ist

identifiziert. Erst der Einfluss des Einkommens in der Nachfrage-
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gleichung (B8, > 0) erzeugt eine Stichprobe, welche eine Identi-
fikation der Angebotsgleichung ermdéglicht (Figur 11.3). Die
Nachfragegleichung selbst ist jedoch nicht identifizierbar. Dem
entspricht das Resultat von oben, dass mit dem "indirect least
sguares'"-Verfahren aus den Parametern der reduzierten Form, n

und n,, nur der Angebotsparameter o, abgeleitet werden kann.
Umgekehrt ist z.B. im Modell

dp = @,Pp + a,W, + € (Ange?ot)

Q¢

Il
m
N
o
-
+
E
-+

(Nachfrage)
durch den exogenen Einfluss wvon Wy (z.B. Wetter) auf das Angebot
die Nachfragegleichung identifiziert, wihrend die Angebots-
gleichung nicht identifiziert ist. Beide Gleichungen sind
identifiziert, wenn das "wahre" Modell wie folgt aussieht:

9y = @,Pg * a,w + € (Angebot)

q, = Ezpt + Bayt + ug (Nachfrage)

Die sog. Ordnungsbedingung flir die Identifikation einer
Modellgleichung lautet:

Die Anzahl der in der Gleichung nicht enthaltenen exogenen
Modellvariablen muss mindestens so gross sein wie die Anzahl

der in der Gleichung enthaltenen endogenen Variablen minus 1.

Dies ist eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung.
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Ueberidentifikation und das "Two-stage least squares"-Verfahren

Im Modell
9y = @azPy ¢ Et (Angebot)
(6)
g = Bgp, + By, + BW, + ug (Nachfrage)

ist die Nachfragegleichung nicht identifiziert und die Angebots-
gleichung iiberidentifiziert (Anzahl ausgeschlossene exogene

Variablen > Anzahl enthaltene endogene Variablen minus 1). Die
reduzierte Form von (6) lautet:

a,B, a,B, au, - BzEt ) .
9% " a,-8, Yt *o,-8, "t T a,- 8, T Taa¥e P TRl v Vi
(7)
B, B, u - Et
Pt *a,- 8, Yt Y-8, "t Y G- B, T Taa¥p Y Ta¥e Vi

In diesem Modell konnen wiederum die n-Parameter der reduzierten
Form konsistent mit der Methode der kleinsten Quadrate geschitzt
werden (wie in (4) oben). Das "indirect least squaf?s"—ferféhren
liefert nun abﬁr zwei Schitzwerte flr «,, ndmlich a, = n,  /n,,
und a: = n,,/n,,. Zwar sind beide Schdtzungen konsistent, sie
werden aber in beschrinkten Stichproben differieren und jede
einzelne Schitzung vernachlassigt relevante Information der

vorhandenen Stichprobe.
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1. Man fillhrt fiir die zweite Gleichung in (7) eine Regressions-

rechnung mit der Methode der kleinsten Quadrate durch und

berechnet Pp = Mg ¥ + TapWye

2, Man ersetzt dann in der ersten Gleichung von (6) (Angebot) die
mit o korrelierte Variable Py durch Py+ Pg ist eine exakte
Linearkombination der exogenen Variablen Yi und W und somit -

im Unterschied zu Py - unabhidngig vom Storterm €_ der

¢
Angebotsgleichung. SoTit ist die Schdtzung

ﬂl =
Epé

konsistent.

Im unterstellten Modell (6) ist dies der einzige schitzbare
Parameter; die Nachfragegleichung ist aufgrund der Ordnungs-
bedingung nicht identifiziert.



